LycEE GUSTAVE EIFFEL ANNEE 2026/2027
TSI 2 — MATHEMATIQUES SEMAINE DU 12 OCTOBRE

Indications et éléments de correction, feuille d’exercices n° 06 (Déterminants, séries numériques)

Exercice 3
1) D1 =3, Dy =17, D3 = 15.
2) Développer par rapport a la premiere ligne, puis dans le deuxiéme déterminant qui apparait.
3) Dy =31, D5 =63.

4) On montre par récurrence double que, pour tout n € N, D,, = 21 — 1.

Exercice 4
Fape = (X*—2aX +a®, X = 20X +b*, X* — 2cX + %)

donc
a2 b2 2
Matu,X,X?)(L%,b,c) =| —2a —-2b —2c
1 1 1
donc
a2 b2 2
det (1, x x2)(Fape) = |[—2a —2b —2c| =2(b—a)(c—a)(c—D).
1 1 1

Ainsi, #,p . est une base de Ra[X] si et seulement si a, b, ¢ sont distincts deux a deux.

Exercice 5

1+¢ t t
t 1+1¢ t t
|77 Z, =
Matss(F:) t ot 1+t
t t 1+1¢
donc
1+t t t t
t 1+1¢ t t
t t t 1+1¢
1
Cette famille est donc une base de F si et seulement si t # T
Exercice 6
1 1 1
1) det(u) = |1 0 1| = -1+ 0, donc u est un automorphisme de R3.
0 1 1
1 -1 0
2) det(v)=|0 1 —1| =0, donc v n’est pas un automorphisme de R3.
-1 0 1
Exercice 7
1100
01 2 0 .
1) det(u) = 00 1 37 1 # 0, donc u est un automorphisme de R3[X]
0 0 0 1



01 1 1
00 2 3 , .

2) det(v) = 000 37 0, donc v n’est pas un automorphisme de R3[X]
00 0O
1 1 11
01 00 .

3) det(w) = 00 2 o= 3 # 0, donc w est un automorphisme de R3[X]
00 0 3

Exercice 8
n 1
1) DIV ~ —
) (n +1 n)

2) CV (astuce du xn?)
3) CV (majoration)
4) DIV (grossieérement)
5) CV (sin (12) ~ )

n n
6) DIV (grossiérement)
(2n+1)* 24 1

(2+1)3 7 8 n2)

1\" 1
8) DIV (grossierement, écrire (1 - —) = exp (—nln <1 - —>>)
n n

7) CV (

7T2

9) CV (1 — cos (%) ~ 2—n2)

10) CV (In(1+e ™) ~e™™)
11) DIV (minoration)

n2—i—n—|—1) 3)
n24+n-—1

1\" e

13) DI — |14 - ~ —

o e (1 2)) 5o

2

n \" el

12) CV (ln<

n2

Exercice 9

1) Etudier la fonction z +— z — sin(x) sur [0, 7], en dresser le tableau de variations. Conclure & part
pour x > 7?7

2) Montrer par récurrence simple que, pour tout n € N, 0 < w41 < tp.

3) Utiliser le théoréme de limite monotone pour l'existence. Passer a la limite dans la relation u,+1 =
sin(u,) pour obtenir que la limite ¢ vérifie £ = sin(¥), et dans 'inégalité u,, > 0 pour obtenir ¢ > 0.
3

4) a) upyr =sin(uy) = up — —2 + o(ud), licite car u,, —— 0.
6 n—+o0
3 3
: ) Un 3 Un 3
On obtient : u, — Upy1 = 5 + o(u3), donc uy, — Upt1 ~ 5 donc us, ~ 6(up — Upy1).

b) Par le lien suites-séries, la série Z Uy — Up41 converge : pour tout N € N|

N
Z(un — Upt1) = Uy — UN+1 — U.
=0 N—+400

Par comparaison de séries a termes positifs, E uf’l coverge.



5) On aln (unH) = In(up+1) — In(uy, ). De méme,

Un
N
Un+1\ _
nz::oln( " ) =In(un41) — In(ug) m ug.
Ainsi, Zln (u"H) diverge

donc In <un+1> ~ Y

Un

.. Un+1 . PETTUEEN .- .
b) Ainsi, u2 ~ —61n <n+> Par comparaison de séries a termes positifs, Zu% diverge.
Un

Comme, pour tout n > 1, 0 < u, <1,0ona 0 < u% < uy, donc par comparaison de séries a
termes positifs, Zun diverge.

—+o00

Exercice 10 Cela vaut, sous réserve de convergence, Z 107%. On reconnait une série géométrique de
k=1
raison 10’ qui converge donc. On a :
+00
d 10 =1
k=1

Exercice 11

1) Non : on aurait det(f)? = det(—Idg) = (—1)3™E) = —1,

2) Oui.
D) _
Cas n =2 : prendre f dont une matrice est R = \2[ G 11>.
Cas n = 2p (plus difficile, pas forcément attendu) : prendre f dont une matrice est, par blocs,
Diag(R, ..., R).

Exercice 12
1) Théoréme du rang : dim(Ker(u)) =n —1
2) Compléter une base de Ker(u) en une base de E.

3) Immédiat quand on écrit la matrice de u dans cette base.

2 1
Exercice 13 un:(1+a+b)lnn+aln(1+1/n)+b1n(1+2/n):(1+a+b)1nn+6hL b+o< )
n n

Sil+a+0b#0, u, — 400 donc E uy diverge grossiérement.
n—-+00o
a—+2b

Sil+a+b=0maisa+2b#0, u, ~ donc Z uy, diverge par comparaison a une série de Riemann.

Pour avoir convergence il faut donc avoir 1 +a+b=a+20=0,i.e.a=—-2et b=1.

Cette condition est suffisante :sia=—-2etb=1,u, =Inn—2In(n+1)+In(n+2) = (Inn—In(n+1)) —
N

(In(n+1)—1In(n+2)). La série est donc télescopique : Z Up =—In2—In(N+1)+In(N+2) —— —In2.

N—+400
n=1



